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1.1 [bookmark: _TOC_250024]Latar Belakang
Banyaknyapermasalahandikehidupansehari-harimemotivasimanusia agar menemukan solusi, secara tidak langsung proses penyelesaian permasalahan tersebut juga memotivasi perkembangan ilmu pengetahuan dan teknologi. Solusi dari permasalahanyang berkaitan dalam kehidupan sehari-hari memiliki banyak alternatifyangsalahsatunyaadalahdenganMatematika.Dalamhalini, matematika hadirsebagaialatuntuk mempermudahpenyelesaian suatumasalah yangadapadakehidupannyatadengancaramemodelkannyakedalambentuk matematika.Pemodelanmatematikadapatdigunakanuntukmemetakansuatu tempat, mencari jalan pintas dan beberapa kajian lainnya (Bondy& Murty, 2008).
Matematika Diskrit merupakan salah satu pokok materi yang dipelajari dalam bidang ilmu matematika yang mana dalam salah satu materi pokoknya membahas tentang memodelkan masalah yang dirasa rumit menjadi lebih sederhana, sebut saja pokok materi graf. Teori graf merupakan salah satu cabang matematika yang telah ada sejak lebih dari dua ratus tahun silam. Jurnal teori graf pertama kali diperkenalkan oleh matematikawan terkenal Swiss bernama Euler pada tahun 1736. Awalnya teori graf “kurang” signifikan dari segi matematika karena kebanyakan dipakai untuk memecahkan teka-teki (puzzale),namun beberapa puluh tahun terakhir ini mengalami perkembangan yang sangat pesat. Aplikasi yang sangat luas dalam kehidupan sehari-hari merupakan salah satu alasan perkembangan teori graf menjadi sangat pesat (Budayasa, 2007)
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Pengaplikasian teori graf sangat banyak yang bisa kita lihat di kehidupan sehari-hari, (Mujib, 2011) mengungkapkan umumnya graf digunakan untuk memodelkan suatu masalah sehingga menjadi lebih mudah, yaitu dengan cara merepresentasikan objek pada masalah tersebut menjadi unsur dalam suatu graf seperti pemodelan pemetaan, optimasi, masalah jalur tercepat, dan kajian-kajian lainnya.
[image: https://www.dictio.id/uploads/db3342/original/3X/b/c/bc5b68fce769d0fe35b6ca4d70ae1d99e271856f.png]

Gambar1.1Jembatan Königsberg

Permasalahan pada jembatan Konigsberg merupakan masalah pertama yang dapat diselesaikan menggunakan teori graf, yang mana pada tahun 1736 seorang matematikawan asal Swiss yakni Leonhard Euler mampu menyelesaikan permasalahan apakah ada bentuk tertentu hubungan antara daratan, tujuh buah jembatan dan pulau yang ditengah sungai kemudian ia menuangkan tulisannya yang berjudul Seven Bridges of Königsberg. Dengan hasil tersebut, Leonhard Euler kemudian dikenal sampai sekarang sebagai orang pertama yang memperkenalkan teori graf.
Dalam (Mujib, 2019);(Bondy & Murty,2008) menyatakan secara konseptual graf merupakan representasi dari suatu permasalahan dengan menggunakanobjek-objekberupalingkaran,dimanasetiaplingkarantersebut




dapat terhubung satu sama lain dengan menggunakan sekumpulan garis. Graf merupakanpasangan terurut himpunan (𝑉,𝐸) yangdinotasikan dengan G =(V, E) yang dalam hal ini V adalah himpunan tidak kosong dari simpul-simpul (vertex) dan E adalah himpunan sisi (edges) yang menghubungkan sepasang simpul.
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Gambar1.2Graf𝐺

Gambar diatas merupakan gambar graf 𝐺yang memiliki himpunan titik danhimpunansisi.Adapunhimpunantitik𝑉(𝐺) = {𝑣1,𝑣2,𝑣3,𝑣4,𝑣5}dan himpunan sisi 𝐸(𝐺) = {𝑒1,𝑒2,𝑒3,𝑒4,𝑒5,𝑒6,𝑒7,𝑒8} dengan jumlah titik sebanyak 5 buah titik dan jumlah sisi sebanyak 8 buah sisi. Titik 𝑣1dan𝑣2pada graf 𝐺 dikatakanberdampinganataubertetangga(adjacent)jikaterdapatsebuahsisiyang menghubungkan antara 𝑣1dan𝑣2, yaitu 𝑒 = 𝑣1𝑣2. Dengan demikian, 𝑣1dan𝑣2dikatakanbersisian (incident)dengansisi 𝑒.Gambardiatasjugamenunjukkanjika titik 𝑣2bertetangga dengan titik 𝑣1,𝑣3dan 𝑣5tetapi tidak bertetangga dengan 𝑣4. Titik 𝑣4bersisian dengan 𝑣1𝑣4, 𝑣4𝑣5dan 𝑣3𝑣4
Salah satu konsep yang dipelajari dalam teori graf adalah pewarnaan pada graf.Pewarnaantitikpadagraf𝐺merupakanpemberianwarnapadasetiaptitik-




titik di graf 𝐺, dimana dengan mewarnai setiap titik sehingga titik-titik yang bertetangga diwarnai dengan warna yang berbeda (Chartrand & Zhang, 2002). Adapun warna yang dapat digunakan berupa elemen dari sembarang himpunan ataupun bilangan positif {1,2,3,…,𝑘}. Dalam pewarnaan titik pada suatu graf 𝐺 menujukkan banyaknya warna minimum yang digunakan untuk mewarnai setiap titikpadagraf 𝐺,sedemikiansehinggasetiapduatitik yangberhubunganlangsung mendapatkan warna yang berbeda.Pewarnaan titik maupun sisi dalam graf mempunyai banyak aplikasi dalam kehidupan. Misalnya dalam pembuatan jadwal suatu kegiatan,penyimpanan komoditas tertentu yang efektif dan efisien serta pengkontruksian jaringan listrik dan sebagainya.
Gambar1.3.Aplikasipewarnaangraf

Graf memiliki bermacam-macam jenis yaitu Graf Lengkap, Graf Lingkaran,GrafKubik,GrafPlanardanlainsebagainya(Simanjuntak&Mulyono (2021); Gunnar, Brinkmann, J. G. B. D. M.,(2011). Beberapa graf dapat menghasilkanbentuk yangbarujikamenggunakan operasitertentu.Duabuahgraf dapatdioperasikandenganbermacam-macamoperasi,antaralainoperasijoint (𝐺+ 𝐻),darabCartesius(𝐺×𝐻),darabkorona(𝐺⊙𝐻),darabtensor(𝐺⊗




𝐻), komposisi (𝐺[𝐹]), dan Amalgamation (Utari, 2019). Selain operasi-operasi tersebut, terdapat operasi yang lainnyayaitu operasi shackle.
Definisi (Maryati et al, 2010) : Jika 𝑘 ≥ 2 adalah bilangan bulat, didefinisikanShacklesebagaikonstruksigrafdengangrafnon-trivialterhubung
𝐺1,𝐺2,···,𝐺ksehingga𝐺𝑠dan𝐺𝑡tidakmemilikititiksimpulyangsamauntuksetiap
𝑠,𝑡∈[1,𝑘]dengan|𝑠 − 𝑡| ≥ 2dansetiap𝑖∈[1,𝑘 − 1]𝐺𝑖dan𝐺𝑖+1mempunyai tepat satu titik simpul yangsama disebut linkagevertex (penghubung simpul)dan𝑘− 1linkagevertexberbeda.GrafShackledinotasikandengan
𝑆ℎ𝑎𝑐k(𝐺1,𝐺2,···,𝐺k).

Misalkan{𝐺𝑖|𝑖∈{1,2,3, … , 𝑘}}untuk𝑘∈ℕdan𝑘≥2,merupakan kumpulangrafberhinggadengantitiktetapmasing-masingadalah𝑢𝑖dan𝑣𝑖untuk
𝑖=1,2,…,𝑘,dinotasikan𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐺1,𝐺2,…,𝐺𝑘:𝑣j=𝑢j+1;j=1,2,…,𝑘)adalahgraf denganhimpunantitik𝑉(𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐺1,𝐺2,…,𝐺𝑘:𝑣j=𝑢j+1;j=1,2,…,𝑘))=𝑉(𝐺1)∪
𝑉(𝐺2\𝑣1)∪𝑉(𝐺3\𝑣1)∪…∪𝑉(𝐺𝑘\𝑣𝑘)danhimpunansisiE(𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐺1,𝐺2,…,𝐺𝑘:𝑣j=
 (
𝑖=1
)𝑢j+1;j= 1,2,…,𝑘))=𝑈𝑘𝐸(𝐺𝑖).

Bentukbarugraf yangdihasilkanmenggunakan operasitertentujugadapat diwarnai titik-titiknya. Masalah pewarnaan pada graf merupakan salah satu topik yang sangat menarik untuk dibahas dalam teori graf. Ada tiga macam pewarnaan graf, yaitu pewarnaan peta, pewarnaan sisi dan pewarnaan titik (Utari, 2019).
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Gambar1.4Pewarnaan Titikdan Sisi

Pewarnaantitikpada graf 𝐺 merupakan pemberian warnapadasetiaptitik- titik di graf 𝐺, dimana dengan mewarnai setiap titik sehingga titik-titik yang bertetangga diwarnai dengan warna yang berbeda (Chartrand & Zhang, 2002). Adapun warna yang dapat digunakan berupa elemen dari sembarang himpunan ataupun bilangan positif {1,2,3,…,𝑘}. Dalam pewarnaan titik pada suatu graf 𝐺 menujukkan banyaknya warna minimum yang digunakan untuk mewarnai setiap titikpadagraf 𝐺,sedemikiansehinggasetiapduatitik yangberhubunganlangsung mendapatkan warna yang berbeda. Banyaknya warna minimun yang digunakan untuk pewarnaan titik pada graf 𝐺 disebut dengan bilangan kromatik yang dinotasikan dengan 𝜒(𝐺). (Puspasari & Dafik, 2014).
Pewarnaan sejati dari graf yaitu memberikan warna ke titik atau sisi atau keduanya (total)sedemikianhingga elemen (titikatausisiatau keduanya) terdekat diwarnai dengan warna yangberbeda. Sebuah pewarnaan-total pada graf G adalah pemberian warna titik V(G) dan sisi E(G) pada G sedemikian hingga setiap 2 titik yang berhubungan langsung dan setiap sisi yang terkait pada titik yang sama mendapatkanwarnayangberbeda.Bilangankromatik-totalsebuahgrafG,




dinotasikan𝜒𝑇(𝐺), yaitu minimum warna yang dibutuhkan untuk pewarnaan-total pada G (Budayasa, 2007).
Penelitian yang berkaitan dengan bilangan kromatik-total terdapat dalam penelitian (Sabita et al, 2020) dengan mencari perumuman bilangan kromatik- total berdasarkan operasi korona pada dua graf 𝐺 dan 𝐻, dengan 𝐺 ≥ 2 dan 𝐻 adalah sikel, graf komplet , graf roda , graf bipartit dan lainnya. Penelitian lain yang berkaitan dengan bilangan kromatik-total antara lainmenentukan bilangan kromatik-total hasil operasi Comb sisi pada graf cycle (Dafik et al, 2017) , berikutnya bilangan kromatik total hasil Amalgamasi dengan graf bintang dangraf lintasan (Suwandi,2022).
Berdasarkan dari hasil kajian literatur yang dilakukan oleh peneliti terhadap riset-riset sebelumnya, sejauh ini belum ada ditemui riset penelitian mengenai bilangan kromatik-total pada beberapa graf hasil operasi 𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘𝑙𝑒, sehingga tertarik untuk mengkajinya. Pada penelitian ini, graf yang dikaji dibatasi pada beberapa kelas tertentu. Adapun kelas graf yang akan akan dicari bilangan kromatik-total adalah 𝜒𝑇(𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘( 𝑃𝑛)) dan 𝜒𝑇(𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘( 𝐶𝑛))




1.2 [bookmark: _TOC_250023]Identifikasi Masalah
Dari latar belakang yang dibahas di atas, dapat diperoleh beberapa halyang menjadi masalah pada saat ini yakni sebagai berikut :
1. Masih banyak yang belum mengetahui tentang pemanfaatan pemodelan matematika dalam menyelesaikan masalah
2. Penyelesaian permasalahan masih dalam bentuk biasa, tidak diselesaikan menggunakan pemodelan matematis seperti menginterpretasikan visualisasi objek-objek agar lebih mudah dimengerti dan lebih efisien
3. Belum ada kajian mengenai bilangan kromatik-total pada kelas graf operasi 𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘𝑙𝑒
1.3 [bookmark: _TOC_250022]BatasanMasalah
Berdasarkan identifikasi masalah dimana belum ada peneliti sebelumnya melakukan riset pada bilangan kromatik-total graf hasil operasi 𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘𝑙𝑒. Dalam penelitian ini, langkah pertama yang dilakukan adalah menentukandanmembuktikanbilangankromatik-totalnyaterlebihdahulusebagailangkah awal pembuktian, setelah itu peneliti melanjutkan untuk mencari bilangan kromatik-totalpadakelasgrafhasiloperasishackleyangdikajiyaitu
𝜒𝑇(𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝑃𝑛))dan𝜒𝑇(𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶𝑛))

1.4 [bookmark: _TOC_250021]RumusanMasalah
Adapunpermasalahanyangakandiselesaikandalamtugasakhirini adalah :
1. Bagaimanacaramenentukandanmembuktikanbilangankromatikpada

𝜒(𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝑃𝑛))dan(𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶𝑛))?




2. Bagaimanacaramenentukandanmembuktikanbilangankromatik-total pada operasi shackle 𝜒𝑇(𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘( 𝑃𝑛)) dan 𝜒𝑇(𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘( 𝐶𝑛)) ?
3. BagaimanaoperasiShacklemempengaruhihubunganantarahubungan kromatik dan bilangan kromatik total ?


1.5 [bookmark: _TOC_250020]Tujuan Penelitian
Adapuntujuanpenelitianyangdiharapkandalam penelitianiniadalah:
1. Menentukandanmembuktikanperumumanbilangankromatikpada

𝜒(𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝑃𝑛))dan𝜒(𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶𝑛))

2. Menentukan dan membuktikan perumuman bilangan kromatik-total pada operasi 𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘𝑙𝑒 𝜒𝑇(𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘( 𝑃𝑛)) dan 𝜒𝑇(𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘( 𝐶𝑛))
3. MenunjukkanpengaruhoperasiShackleantarahubungankromatikdan bilangan kromatik total


1.6 [bookmark: _TOC_250019]Manfaat Penelitian
Manfaatdaripenulisanpenelitianiniantaralainadalahsebagaiberikut:

1. Penulis memperoleh wawasan dan pengetahuan yang baru mengenai teori graf
2. Memberikantambahanwawasanbagiparapembacamengenaibilangan kromatik total graf pada operasi 𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘𝑙𝑒
3. [bookmark: _GoBack]Dapatdijadikanreferensibagiparapenelitiyangakanmelakukanpenelitian lanjutan atau penelitian lain
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